· 本教材榮獲國科會舉辦之第二屆數學科教學表演賽
探索獎          設計者：陳昭龍
壹、單元名稱：商高定理

貳、教學對象：國中二年級，班級人數42人。

參、教材來源：

    一、國中數學第三冊課本、習作(國立編譯館主編)【備註：新課程標準】

    二、國中選修數學第三冊課本、習作(國立編譯館主編)【備註：新課程標準】

    三、國中數學第三冊教師手冊(國立編譯館主編)【備註：新課程標準】

    四、國中選修數學第三冊教師手冊(國立編譯館主編)【備註：新課程標準】

    五、中國大陸初中數學競賽教程(嚴鎮軍主編，九章出版社出版)

    六、大陸地區現行初級中學數學課本幾何第一冊(九章出版社出版)

    七、標準奧林匹克數學教程(中國大陸數學普及工作委員會編，九章出版社出版)

    八、數學教學方方(Max A. Sobel&Evan M. Maletsky合著，張靜嚳、念家興合譯，九章出版社出版)

    九、數學思考【Thinking Mathematically】(John Mason With Leone Burton&Kave Stacey原著，台北市立建國中學49屆314班全體同學合譯，九章出版社出版)
肆、教學內容及教學時數：

    一、由簡易的尺規作圖中，引發學生對高商定理之學習動機。

    二、由拼圖過程中，欣賞數學與美術之美。
    三、以數學史之觀點，講述「商高定理」與「畢氏定理」之異同，並補充畢達哥拉斯之「生命密碼」，提供學生之學習興趣。(附件一：生命密碼)【以上乃為網路搜尋資料，符合資訊融入教學理念】

    四、提供「Oktagon」遊戲「Oktagon」軟體「Oktagon」軟體軟體，作為學生本課程之CAI。
    五、播放「畢式學派」教學錄影帶(Disney製作之卡通影片)

    六、教學時數：3—4節。

伍、教學目標：(國立編譯館之必須與選修課本教師手冊)

    一、了解由拼圖與面積的計算，導出商高定理的過程，進而認識商高定理。

    二、已知直角三角形之兩邊長，能應用商高定理計算第三邊。

三、 能利用商高定理求出座標平面上兩點間距離，進而導出座標平面之距離公式。

    四、能利用商高定理解決日常生活中的問題。
陸、先備知識：

    一、用圓規量取線段並畫弧及應用量角器量角度。(國小之數學知識)

    二、數的四則運算(特別強調次方的運算)與平方根運算。

    三、乘法公式中「和的平方公式」與「差的平方公式」。

    四、多項式之四則運算。

柒、教材內容分析：

    次要概念：數的次方運算與平方根運算。

    主要概念：了解商高定理的定義與公式。

    發展概念：求座標平面上兩點間的距離與非直角三角形之面積。

捌：教材地位分析：

玖、教學經驗與教材設計背景：

    在舊教材的教學過程中，大部分的數學教學(包含我在內，教學年資已十一年)在講解「商高定理」時，只是將「商高定理」作定義講解，隨時便讓學生將「公式」記下，接下來就講解、練習一大推題目，只要會算，便認為學生已將「商高定理」學會。直到在彰師大進修四十學分，以及接觸到新教材後，才讓吾人真正了解到什麼才是「教學的藝術」，什麼才是「有效的數學教學方法」，尤其是「建構主義」的教學理念，著實地在我腦海中激起了一大片浪花，也因如此，才有這篇「教學活動設計」的產生。整個教程乃採「分組合作學習」之模式，以「做中學」(Learning by doing)理念，讓學生從「拼圖」的過程中，自行「建構」什麼是「商高定理」，同時也讓學生體會「數學」也能與「美術」相結合，進而領悟數學之美。事實上，本教學活動之設計即是要讓學生做「有意義的學習」(meaningful learning)，使學生在學習本教材時，抱著快樂學習的心情主動學習；從活動中潛移默化，循序漸進，讓「商高定理」自然而然地推證出來。

拾、教學活動策略：

    一、運用教學媒體及教具：投影機、投影片、水性投影筆、雷射指示器、圓規、直尺、量角器、錄影帶、CAI教學軟體。

    二、運用啟發式之解題策略：(數學教學方法，張靜嚳、念家興合譯，p55-p69)

        (1)嘗試錯誤：如工作單(一)之問題，讓學生尋找直角三邊長長度之關係。
        (2)善用教具或畫圖：如工作單(一)、工作單(二)，運用厚紙板及圓規輔助思考問題。

        (3)尋找規律性：如工作單(一)之問題。

        (4)動手操作：如工作單(一)、工作單(二)，讓學生實際動手操作，提高學生學習動機，並加深學習興趣。

        (5)結論：讓學生發表學習心得，「建構」自己的「商高定理」。

    三、以「分組合作學習」模式，共同討論問題、合作解決問題：

        本班共有學生42人，每四人一組，採「異質性」分組，其中有兩組為五人，共分10組，共同討論並解決問題。

    事實上，為師者即在肯定學生之學習過程，勿擅自否定學生之思考，讓學生與老師在互動的「教」與「學」過程中，彼此相互學習，尤其要讓學生自我肯定，「建構」知識的來龍去脈，以期應用於日常生活，解決問題。

拾壹、教學活動示例：

      見附件中之「教學活動示例」

拾貳、材料單：

      見附件中之「材料單」

拾參、工作單：

      見附件中之工作單(一)、工作單(二)、工作單(三)、工作單(四)。

拾肆、自我評量與習作：

      見附件中之「自我評量與習作」，此乃於本單元結束後，作為學生自我評鑑與練習。

拾伍、隨堂測驗：

      見附件中之「隨堂測驗」，待自我評量與習作討論後，即可實施。

拾陸、結語：

      「學這學有什麼好處，又有什麼用呢?這是數學教師最常被問到的問題，也是最難回答的問題，如果當老師者僅是告訴學生數學可以提高問題解決能力，可以比別人更能推理、思考，將來升學的機會比別人多…等等，事實上這些回等都是「未來式」，就目前的現實狀況，孩子是無法體會、了解的。「唯有從教師的教材及教法上讓學生來認同，製造各種學習情境與氣氛，引發學生的學習動機，支持學生作數學的思考」(數學思考【Thinking Mathematically】，台北市立建國中學49屆314班全體同學合譯，p149-p151)：提問題→挑戰→反思，進而說服自己，也說服別人，如此一來，相信學生再也不會質疑「學這些有什麼好處，又有什麼用」了。
教學活動示例【第一節】
	教   師   活   動
	學   生   活   動
	評量、提示與注意事項

	<開始上課>

引起動機：

【1】觀看錄影帶

【2】分發工作單一，然後告訴學生，我們今天要玩數字與畫圖遊戲。並請學生先將活動一之(1)、(2)、(3)的圖形畫出來。

老師提問工作單一之分組討論中的問題，並給學生充分討論，約5分鐘。然後請學生發表結論。

老師歸納並結論：

(Ⅰ) 32=4+5

     52=12+13

     72=24+25

(Ⅱ) 52=32+42
    132=52+122
    252=72+242

反問學生，這兩個關係式真的對嗎?
分發工作單二，並再請學生先將活動二之(1)、(2)、(3)的圖形畫出來。

老師提出工作單二之分組討論中的問題，並給學生充分討論，約5分鐘。然後請學生發表結論。

	課前活動：課桌椅依分組排好，以利合作教學

學生依老師要求將(1)、(2)、(3)的圖形畫出來，用量角器量出三內角，並說出以上三圖都是直角三角形。

分組上台發表結討。(約5分)

針對老師所提問題再仔細想想。

學生依老師要求將(6)、(7)的圖形畫出來，用量角器量出三內角，並說出以上二圖都是直角三角形。
	老師應來回巡視，指導學生作圖。

提示學生與數的平方有關，且關係式不只一個。(來回巡視)

老師應來回巡視，指導學生作圖。

	教   師   活   動
	學   生   活   動
	評量、提示與注意事項

	指定兩組發表結論。

老師提問綜合討論中的問題，並要求學生發表討論結果。

老師再次發問：各位，從工作單一與工作單二之討論，你就可以下結論嗎?現在老師發下工作單(三)與材料單，請同學以拼圖之方式來探討問題。

老師依指定之裁減線剪下，並掛在指定之正方形內。並讓學生觀察。再來老師反問學生，你相信經過其他的裁剪方式，圖(一)一定能拼滿圖(三)嗎?請學生依活動三之指示，仔細拼合，並討論分組討論中的問題。


	學生結論：

172=82+152，102=62+82，152=92+122
學生討論約3分鐘後發表結論：

直角三角形中，斜邊的平方=兩股的平方相加。

學生仔細看清楚工作單之內容。

學生分組設計各種裁剪方式，並觀察是否能拼滿。
	老師需強調此工作單的重要性。

老師叮嚀學生，仔細剪裁，以免誤差過大。


教學活動示例【第二節】
	教   師   活   動
	學   生   活   動
	評量、提示與注意事項

	<開始上課>

分組上台發表所設計之圖案，並請同學觀察圖形的搬移。(一次四組發表，每組一次發表一個圖形)
提出工作單(二)之問題(3)，並請學生回答。【指定兩組便可】

提出工作單(二)之問題(4)，並請學生回答。【指定兩組便可】

提出工作單(二)之問題(5)，並請學生回答。再詢問學生c2=a2+b2究竟為何?(給學生約5分鐘的討論時間)

老師講解課本例題。
	課前活動：課桌椅依分組排好，好利合作教學
各組先將底圖【圖(一)、圖(二)】先用磁鐵貼於黑板，再將剪貼好的圖片拼在底圖(一)上，並請同學留意是否拼滿。待四組拼好後，再統一讓這四組搬移到底圖(三)上，並再請同學觀察搬移的過程中，是否恰好拼滿底圖(三)。【此過程乃為本單元商高定理的最重要步驟，老師應強調學生留意搬移的過程】(此過程約需20分)
學生回答問題(3)之結論：是面積的互換
學生回答問題(4)之結論：

c2=a2+b2
學生回答結論：
(a)正方形面積c2=正方形面積

  a2+正方形面積b2
(b) (長度c) 2=(長度a) 2+(長度b) 2
學生演練工作單(二)之隨堂練習。
	老師應來回巡視，觀察台下各組之拼圖，並請同學對工作單(二)之問題作討論。
老師請同學上台演練，並要求同學講解，老師再視情況補充。


教學活動示例【第三節】
	教   師   活   動
	學   生   活   動
	評量、提示與注意事項

	<開始上課>

發放工作單(三)，老師請同學依序作【問題一】、【問題二】
※先作【問題一】，提示過A作△ABC高(提示學生此乃任意三角形之面積求法)
※再作【問題二】
提示學生先畫直角，再利用商高定理求長度。(告知學生此乃求根號開不盡之長度做法)
發工作單(四)
老師提出本工作單之問題，要學生依題意回答問題。(提示學生此乃美國總統Garlield的簡略證法)
發放自我評量與習作給學生練習，並告知學生於下堂課檢討，且要求同學能事先互相討論。

	課前活動：課桌椅依分組排好，好利合作教學
學生依老師提示思考問題。

學生依老師提示思考問題。

學生依老師提示思考問題。

學生依老師指示練習。
	老師應來回巡視，觀察各組討論結果，老師適時對學生問題提出解答。
老師應來回巡視，觀察各組討論結果，老師適時對學生問題提出解答。
老師應來回巡視，觀察各組討論結果，老師適時對學生問題提出解答。
告訴學生明天對本單元做做隨堂練習。(如本活動計劃書中之隨堂測驗)
※提供「Oktagon」軟體(正八邊形之拼圖)，作為學生課後娛樂用，寓教於樂，不失為CAI功能。



工作單(一)
活動一：

(1) 利用尺規作圖作一個三角形，使其三邊長為 3cm， 4cm， 5cm，並用量角器量出三個內角的角度，並判斷此三角形為何種三角形?

(2) 利用尺規作圖作一個三角形，使其三邊長為5cm，12cm，13cm，並用量角器量出三個內角的角度，並判斷此三角形為何種三角形?

(3) 利用尺規作圖作一個三角形，使其三邊長為7cm，24cm，25cm，並用量角器量出三個內角的角度，並判斷此三角形為何種三角形?

分組討論：

(1) 請問上述的三個三角形為何種三角形?

(2) 各小題之三邊長的長度有何關係式存在?請各組討論，並發表結果。【提示：與數的平方有關，可能不只一個結論】

【附註】第(2)小題老師給的參考答案：
(Ⅰ) 32=4+5，52=12+13，72=24+25
(Ⅱ) 52=32+42，132=52+122，252=72+242
工作單(二)

活動二：

(1) 利用尺規作圖作一個三角形，使其三邊長為 8cm，15cm，17cm，並用量角器量出三個內角的角度，並判斷此三角形為何種三角形?

(2) 利用尺規作圖作一個三角形，使其三邊長為8cm， 8cm，10cm，並用量角器量出三個內角的角度，並判斷此三角形為何種三角形?

(3) 利用尺規作圖作一個三角形，使其三邊長為9cm，12cm，15cm，並用量角器量出三個內角的角度，並判斷此三角形為何種三角形?

分組討論：

(1) 請問上述的三個三角形為何種三角形?

(2) 各小題之三邊長的長度有何關係式存在?請各組討論，並與活動一之分組討論(2)作比較。【提示：與數的平方有關】
綜合討論：

綜合【活動一】與【活動二】之【分組討論】結果，請各組歸納出小組結論。
工作單(三)

問題：將材料單之圖(一)依指定剪裁，並拼在圖(三)中，你是否恰好拼滿，沒有剩下?

你相信圖(一)可將圖(三)恰好拼滿，沒有剩下嗎?
活動三：

(1) 請將圖一剪裁成兩個正方形。
(2) 請將其中的一個正方形任意剪裁，再與另一個正方形作組合，儘可能地拼成一個正方形。

(3) 若已拼出正方形，請與圖(三)疊合，並比較兩個正方形是否恰好疊合?

分組討論：

(1) 從活動三中，各組是否可以歸納出結論?【試著找出a、b、c之間的關係】

(2) 與活動(二)的綜合討論作比較，結論是否一樣?

※分組討論之問題(2)，教師可從長度與面積之幾何意義來闡述結論。
材 料 單
圖(一)是由圖(二)中面積為a2和b2的正方形所拼成。請將其剪下，經過剪割後，拼在圖(三)面積為c2的正方形。


工作單(四)

如下圖是一個梯形，它是由兩股分別為a、b，斜邊為c的兩個直角三角形甲、乙，與一個兩股皆為c的直角三角形丙所拼成的。試回答下列問題：

(1) 請利用梯形面積=
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，求出梯形面積。【以a、b表示】
(2) 甲的面積=_________________【以a、b表示】

乙的面積=_________________【以a、b表示】
丙的面積=_________________【以a、b表示】

(3) 請由梯形面積=甲的面積+乙的面積+丙的面積，化簡推出a、b、c之關係。

【備註：此乃美國總統Garlield的簡略證法】


【補充教材，僅供參考】
工作單(五)
活動四：
(1) 利用尺規作圖作一個三角形，使其三邊長為 5cm，6cm，7cm，並用量角器量出三個內角的角度，並判斷此三角形為何種三角形?
(2) 利用尺規作圖作一個三角形，使其三邊長為 3cm，5cm，7cm，並用量角器量出三個內角的角度，並判斷此三角形為何種三角形?

(3) 仿照商高定理的結論，各組請討鈍角三角形與銳角三角形三邊長的關係，亦即c2、a2、b2三者之間的數學關係式。

綜合討論：

我們說：若三角形為直角三角形，則斜邊(最大邊)的平方=兩股(兩個小邊)的平方和。相反地，若最大邊的平方=兩個小邊的平方和，則此三角形為直角三角形嗎?
綜合討的問題，可應用活動四的結論來說明，三一律
隨堂練習：
(1) 已知直角三角形之兩股長分別為5、6，求斜邊長?

(2) 已知直角三角形之斜邊為26，一股為24，求另一股?

(3) 座標平面上A(0,0)，B(3,4)，求
[image: image2.wmf]AB


(4) 座標平面上P(-2,3)，Q(4,11)，求
[image: image3.wmf]PQ


商高定理的應用：
【問題一】

如右圖，△ABC中，
[image: image4.wmf]AB

=26，
[image: image5.wmf]AC

=25，
[image: image6.wmf]BC

=17，求△ABC之面積。【key：過A作△ABC之高】

討論：是否還有其他方法【提示：補成一個矩形】：並發表討論結果。

【問題二】
※用量角器作一個直角∠c，並在∠c的兩個夾邊各取
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=
[image: image8.wmf]BC

=1cm，則斜邊
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=
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cm

(1) 請依上述方法作一線段長等於
[image: image11.wmf]3

cm

 (2) 請依上述方法作一線段長等於
[image: image12.wmf]5

cm【key：至少兩種作法，可請學生上台發表】

【說明：因尚未教到直角之尺規作圖，故利用量角器量出直角】

自我評量與習作
壹、自我評量：
    一、已知直角三角形的兩個邊長的長度，求另一邊的長度。

        (1) 兩股為8、9

        (2) 兩股為2、
[image: image13.wmf]12


        (3) 一股為3，斜邊為8

    二、兩個長方形的長、寬分別如下圖所示，試求他們對角線的長度。


    求下列座標平面上兩點間的距離

(1) A(2,1)、B(8,9)兩點間的距離

(2) A(-2,2)、B(4,5)兩點間的距離

(3) A(3.8,2)、B(-5.2,-1)兩點間的距離

(4) A(6,-3
[image: image14.wmf]2

1

)、B(-6,1
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1

)兩點間的距離

貳、習作：

一、如下圖(一)所示，已知
[image: image16.wmf]AB

=4，
[image: image17.wmf]AC

=3，
[image: image18.wmf]DB

=5，
[image: image19.wmf]DE

=3，求
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、
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、
[image: image22.wmf]CD

的長度。
二、如下圖(二)大正方形是由兩股為a、b，斜邊為c的四個直角三角形和一個小正方形拼成的。
       (1)利用大正方形的邊長c來計算它的面積，則大正方形的面積為何?

       (2)小正方形的面積為何?【以a、b表示】

       (3)四個直角三角形之面積和為多少?【以a、b表示】

       (4)請由大正方形的面積=小正方形的面積+四個直角三角形之面積和，化簡推出a、b、c的關係。

    三、陳老師帶班級同學去露營，想要架一個簡易升旗台：將旗竿直接從地面豎立起來，再用童軍繩將之固定於地面。架完之後，同學們聊起天來，想知道旗竿到底有多長。陳老師聽到後就說：升旗用的繩子比旗竿多3公尺，依照前面你們學長的經驗，要把繩子往竿足的地面外拉8公尺後，繩子才拉直。聰明的你，你知道旗竿長嗎?


隨  堂  測  驗        姓名：         座號：
一、選擇題：

 (    )1.設一矩形的面積為48平方公分，寬是6公分，則其對角線之長為幾公分? ( 1 ) 8  ( 2 ) 10  ( 3 ) 12  ( 4 ) 14

 (    )2.△ABC中，若∠BAC=90，
[image: image23.wmf]AC

= 6，
[image: image24.wmf]AB

= 8，且
[image: image25.wmf]AD

為△ABC斜邊上的高，則
[image: image26.wmf]BC

–
[image: image27.wmf]AD

=?

        ( 1 ) 4.6  ( 2 ) 4.8  ( 3 ) 5  ( 4 ) 5.2

 (    )3.下列何組數不是直角三角形之三邊長? ( 1 ) 3，4，5  ( 2 ) 7，24，25  ( 3 ) 
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，
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，
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  ( 4 ) 8，15，20
二、填充題：

1.一直角三角形之斜邊長為25，兩股長的和為31，則其面積為___________________

2.已知A(-2，6)，B(4，-2)，則
[image: image31.wmf]AB

=___________________

3.一直角三角形之斜邊長為9公分，且其中一股長為5公分，則另一股長為___________________

三、計算題：

1. △ABC中，若∠C=90，今以
[image: image32.wmf]AB

，
[image: image33.wmf]BC

，
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為直徑往外各做一個半圓，分別為甲、乙、丙，若乙、丙之面積分別為2
[image: image35.wmf]p

、
[image: image36.wmf]8

9



 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf]p

，試求下列問題：
   (1)半圓甲之面積?

   (2)此△ABC之面積?

2. 已知銳角△ABC之三邊長分別為5、6、7，則此△ABC之面積為何?
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